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Die Reflexion einer Welle an einer Potentialschwelle

Von Heinz Korre

Department of Physics, The University of British Columbia, Vancouver (Canada)

(Z. Naturforschg. 5a, 137—139 [1950]; eingegangen am 2. September 1949)

Durch eine Abiinderung der WBK-Methode wird ein Niherungsausdruck fiir den Reflexions-
koeftizienten R gefunden, der fiir kleines R giiltig ist.

ie vorliegende Untersuchung befaf3t sich mit fol-
Dgendem Problem, das in verschiedenen Ein-
kleidungen in der mathematischen Physik auftritt:
Gegeben sei eine Differentialgleichung
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wobei p2 >0 fiir hinreichend positive (negative)
Werte von x gleich p,? (p,?) ist. Gesucht wird die Lo-
sung von (1), die den Bedingungen
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geniigt; dabei kommt es aber weniger auf den Ge-
samtverlauf von y an, als vor allem auf die Kenntnis
des Reflexionskoeffizienten R und des Durchlissig-
keitskoeffizienten D, die gegeben sind durch
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und zwischen denen die Beziehung

besteht. Reelt=1 @)
Die Losung (2) entspricht der Reflexion einer von
rechts nach links gegen die Potentialschwelle laufenden
Welle mit der anfinglichen Amplitude C_. Die in (2)
cingefithrte Normierung stellt zwar den physikalischen
Sachverhalt auf den Kopf, ist aber mathematisch viel
symmetrischer und den folgenden Rechnungen besser an-
gepaBt. — Gl. (4) erhilt man, wenn man die Wronskische
Determinante W aus den beiden linear unabhingigen
Losungen y und y* bildet und beriicksichtigt, daf3 tiir
Ditfcrentialgleichungen vom Typ (1) W konstant ist.

Das hiermit gestellte Problem ist schon vielfach be-
handelt worden!, und hat sich im allgemeinen als
recht sprode erwiesen. Besonders gilt das fiir einen
glatten, analytischen Verlauf von p?; hier haben sich

! Vgl. den Bericht von W. Kofink, Ann. Physik (6)
1, 119 [1947] und weiterhin z. B. A. Sommerfeld,
Atombau und Spektrallinien, Bd. 2, 2. Aufl., Braunschweig
1939, S.29; M. Born, Optik, Berlin 1933, S. 36.

nur fiir ganz bestimmte Funktionen L3sungen an-
geben lassen. Andererseits ist die Gl (1) fiir eine
numerische Behandlung so unbequem wie moglich,
da man es mit einer rasch oszillierenden Funktion zu
tun hat.

Im folgenden soll eine einfache Niherungsformel
abgeleitet werden, die unter der Voraussetzung gilt,
daBB R <1, also nur eine schwache Reflexion auftritt.
(Der Fehler ist von der Gréenordnung R2.) Sie wird
dadurch erhalten, daB3 (1) durch eine Ricattische Dif-
ferentialgleichung ersetzt wird, die sich leicht nihe-
rungsweise losen liBt. Ein ihnliches Verfahren zur
Behandlung von Gleichungen vom Typ (1) ist unter der
Bezeichnung ,,WBK-Methode® schon lange bekannt,
ebenso bekannt ist allerdings, daB diese Methode ge-
rade bei der Berechnung der Reflexionskoeffizienten
tir analytisches p versagt, indem sie immer R = 0
liefert. Sie muB also einen grundsitzlichen Fehler ent-
halten, der im folgenden aufgezeigt wird, und den
man mit der hier entwickelten Methode vermeiden
kann.

Man kann in bekannter Weise von (1) zu einer
Riccatischen Differentialgleichung gelangen, wenn
man den Ansatz

' =y (5)

macht. Es ergibt sich dann fiir y eine Differential-
gleichung 1. Ordnung und 2. Grades

y+y+pPE=0. (6)

Bei der WBK-Methode betrachtet man nun y” als sehr
klein und vernachliissigt es in erster Niherung; ge-
nauer gesagt, man ersetzt (6) durch

4yt 4 pe)? =0 (6)

und setzt y formal als Potenzreihe nach 7 an:

y EO/‘-” Y, - (7

n
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Setzt man (7) in (6) ein und vergleicht die verschie-
denen Potenzen von 7, so ergibt sich y, = tip,
und fiir die weiteren y, ergeben sich Rekursions-
formeln”, nach denen sie sich der Reihe nach berech-
nen lassen. Man begniigt sich dann im allgemeinen
mit y, und y, und nimmt an, daB y, +y, in irgend-
e'ner Sinne eine Nédherungsldsung von (6) ist.

Natiirlich ist das ganze Verfahren rein formal und
braucht nicht zu irgendwie sinnvollen Resultaten zu
fithren. Zuniichst erhilt man nur zwei verschiedene
Loésungen der Gl (6), je nachdem man von y, =ip
oder y, = —ip ausgeht, wihrend die allgemeine
Losung eine willkiirliche Integrationskonstante ent-
halten muf3. Wenn die beiden Lésungen (7) einen
Sinn haben, dann miissen sie zwei ausgezeichnete
Losungen von (6) darstellen, und zwar wird sich zei-
gen, daB3 es die beiden Losungen sind, fiir die y" von
der GroBenordnung p’ ist. Wir werden nun zeigen,
dafB3 diese Bedingung erstens nicht allgemein fiir alle
Losungen gilt, und zweitens, daf3 es im Falle einer
endlichen Reflexion keine Losung gibt, fiir die
|y |~ 1p’| iiberall gilt. In Wirklichkeit ist diese Be-
dingung nimlich gerade nur dann erfiillt, wenn keine
reflektierte Welle vorhanden ist, und es ist deshalb
kein Wunder, daf3 die WBK-Methode den Reflexions-
koeflizienten Null liefert.

Um diese beiden Behauptungen einzusehen, gehen
wir zunichst einmal vom einfachsten Fall aus, indem
wir p® = const setzen. Die WBK-Methode liefert
fa y=—ip (bzw. y = +1ip). 8
Das ist tatsichlich eine Losung von (6), und es ist
y" = 0 entsprechend p" = 0. Man kann aber in die-
sem Falle sofort die allgemeinste Losung von (6) fiir
p = const hinschreiben, da die entsprechende Losung
von (1) bekannt ist:

+ipx 2ipx

1—B /A-e '
1+ B/A- Fir=
)
Das ist mit (8) identisch, sobald man B/A = 0 setzt,
solange also keine von links nach rechts laufende
Welle vorhanden ist. Andererseits ist, sobald B/A = 0
ist, ly"| =12p2B/Al, also nicht von der Ordnung p’.
Ima allg
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remeinen Fall ist nun
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2 Vgl. A, Sommerfeld?, S.707.
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Fiir x — + o0 ist also die Bedingung fiir die Brauch-
barkeit der WBK-Methode nicht mehr erfiillt. Die
hier durchgefithrte Uberlegung legt aber einen Aus-
man macht den Ansatz

—v (x)
1+u(x)’
mittelst dessen man y durch eine neue Funktion v dar-

stellt, fiir die sich wieder eine Riccatische Differen-
tialgleichung ergibt:

weg nahe:

y ’*W)(V) (1)

v—2ipv 1 a—uv)?, (12)
2 p

Aus (10) folgt nun, dafl v(x) erstens der Anfangs-
bedingung v = 0 fiir x = — o0 zu unterwerfen ist,
und. daB sich zweitens ergeben muf}, daf3 fiir x = oo
sich v (x) wie const-e?iP1x verhilt. Ein Vergleich mit
(8) zeigt dann unmittelbar, daf3

(13)

R = lim ¢°
x>

Um die zweite Behauptung nachzupriifen, betrach-
ten wir zunichst die rechte Seite von (12) als ge-
gebene Funktion von x. Dann ist

o {x) = ; - (2 ifp (0 i)

ik

— 00

(14)
[1—o* ()] exp (— 2 {fp (t) df) dt

Da nun p’ nur in einem endlichen Intervall wesent-
lich von Null verschieden ist, geht das Integral fiir

‘x — oo nach einer Konstanten, wie es verlangt wor-

den war. Natiirlich stellt (14) noch keine explizite
Losung dar, da ja v auch auf der rechten Seite vor-
kommt; man kann aber v aus (14) durch sukzessive
Approximationen bestimmen. Auflerdem ist zu er-
warten, und darauf wollen wir uns hier beschrinken,
daB man fiir schwache Reflexion in (14) rechts v> ver-
nachlissigen kann. Dann erhilt man:

4

R — i [ exp (—2 ifp ® df’) dlog p (x) , (15)

und das ist die angekiindigte Nidherungsformel. Das
Integral ist dabei absichtlich als Stieltjes-Integral ge-
schrieben, um zu zeigen, daB3 es auf die Stetigkeit
von p nicht ankommt. Wir zeigen das gleich am Bei-
spiel eines Potentialsprunges; es sei also p = p,, fir
x>0 und p = p, fiir x <0. Dann ist nach (14)
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3 1 (pr —p2)?

4 p* (16)

R = ‘11 log p, —log p:
und das stimmt fiir kleines R bis auf einen Fehler
von der GroBenordnung R> mit dem exakten Wert

R (pi—p)

iiberein. (pr + p2)?
Es gibt eine einfache anschauliche Deutung der Be-
ziehung (15). Man erhilt sie nimlich unmittelbar,
wenn man den Potentialverlauf durch eine Treppen-
kurve approximiert und sowohl die Schwiichung des
primiren Strahls als auch die mehrfache Reflexion
vernachlissigt. Die Funktion p (x) sei also eine Trep-
penkurve, die an den Stellen x,, sehr kleine Spriinge p,
macht. Gegen diese Potentialtreppe lduft von links
eine Welle e—iri*, An jeder Stufe wird eine riick-
ldufige Welle mit der Amplitude 1/2 Ap/p abgespal-
ten. Die Intensitit des reflektierten Strahles ist das
Absolutquadrat der Summe aller Teilwellen an einem
Punkte x, geniigend weit rechts. Man muf3 nur be-

(16)

riicksichtigen, daf3 diese Wellen untereinander Phasen-
differenzen haben, die gleich dem doppelten Licht-
weg von x, Lis r, sind. Dieser ist gleich

x

S (xp: x,) = fn p (x) dx;

X0

und folglich ist

1 Ap,
B = 2 exp (—2i S (xpx,) .

n

Geht man zur Grenze sehr vieler sehr kleiner
Spriinge iiber, so konvergiert die Summe bis auf
einen belanglosen Faktor vom Betrage 1 gegen das
Integral in (15). Diese Ableitung ist deshalb wesent-
lich, weil sie zu dem physikalisch befriedigenden Er-
gebnis fiihrt, da3 es keine Rolle spielt, ob p (x) analy-
tisch ist oder nicht, und daB eine analytische Funk-
tion und eine Treppenfunktion denselben Reflexions-
koeffizienten liefern, wenn sie nur hinreichend gut
im Gesamtverlauf iibereinstimmen.

Zur Genauigkeitssteigerung optischer Messungen
durch Minimumstrahlkennzeichnung

Von Hans WoOLTER
Aus dem Institut fiir Experimentalphysik der Universitit Kiel
(Z. Naturforschg. 5a, 139—143 [1950]; eingegangen am 5. April 1949)

Die prinzipielle Unschiirfe eines Lichtstrahls kann iiberwunden werden, wenn auf dic
Energiekenzentration verzichtet wird. Eine Ebene im Raum kann durch geeignete Minima
oder schwache Maxima prinzipiell beliebig genau gekennzeichnet werden; praktisch bedingen
Storlicht (Streulicht, Inkohirenz u.a.) oder Miingel der Optik die Grenze. Eine Genauigkeits-
steigerung um den Faktor 25 gelingt mit einfachen Mitteln.

Die Anwendung beschriinkt sich nicht auf die Kennzeichnung einer Ebene oder unmittelbar
verwandte Probleme (Strahlversetzung bei Totalreflexion, Lichtzeigergeriite u. 4.); die Minimum-
strahlkennzeichnung fithrt auch zu einer Verbesserung der Schlierenverfahren und ist auf
spektroskopische und mikroskopische Untersuchungen anwendbar. Ferner kann man den , Weg
des Lichtes als geometrischen Ort der Minima definieren und so diesem Begriff einen experi-
mentell greifbaren und theoretisch streng erfaBBbaren Sinn geben.

1. Die Unschirfe

n der Wellenoptik bezeichnet man mit dem Worte
,.Strahl” ein Wellenbiindel. Dies habe in einem
seiner Querschnitte die flichenhafte Ausdehnung
Of = éxo0y und die Winkelstreuung om = da,da,.

Die Unschirfebedingung
Ox dee, = Ly oy f}lcy =/ (1)

die der Heisenbergschen analog ist, zeigt die Un-
moglichkeit, Winkelstreuung und Strahlbreite zu-

gleich beliebig klein zu machen. Gleichung (1) gilt
nur fiir kleine Winkel; allgemein benutzt man zweck-
miBig die ,,Richtvariable®

Ene

5 @)

7 =

Mit ihr lautet die Unschirfebedingung

ox oy — 1. (3)
Die reine Zahl 0x0y benutzen wir als quantitatives
MaB der ,,.Unschiirfe”, das Reziproke bezeichnen wir
als ,,Schiirfe” g.



